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概 要
P. Kirchbergerは、各点が 2色のうちの 1色で（例えば、赤色ある

いは青色で）塗られた有限個の点の集まり X ⊆ Rd に対して、d+ 2点
以下の任意の部分集合を超平面で色付け通りに分離できるならば、X を
超平面で色付け通りに分離できることを示した。本稿ではこの定理をよ
りカラフルにした定理を示す。

1 はじめに

各点が 2色のうち 1色で（例えば、赤色あるいは青色で）塗られた有限集合

X ⊆ Rdを（1つの）超平面でその色付け通りに分離できるとは、ある超平面

が存在して、それに伴われる 2つの開半空間の一方が赤色で塗られたすべての

点を含み、他方が青色で塗られたすべての点を含むときをいう。Kirchberger

の定理 [5]によれば、d+ 2点以下の任意の部分集合を超平面で色付け通りに

分離できるならば、X を超平面で色付け通りに分離できる。

有限集合X ⊆ Rdの各点は k (≥ 2)色のうちの 1色で塗られているとする。

このときX を超平面でその色付け通りに分割できるとは、以下の条件を満た

すX と交差しない超平面の集まり S が存在するときをいう：

1. S に属するすべての超平面は同色の点同士を分離しない；

2. 異なる色の任意の 2点は S に属する超平面により分離できる。

このとき本稿では、(d+ 1) · ηd(k) + k点以下の X の任意の部分集合を超平

面で色付け通りに分割できるならば、X を超平面で色付け通りに分割できる

ことを示す。ただし、ηd(k)は

ηd(k) =

(
k − 2

0

)
+

(
k − 2

1

)
+ · · ·+

(
k − 2

d

)
で与えられる定数とする。

本稿とは異なるカラフルな Kirchbergerの定理は [1] [6]によって示されて

いる。
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2 集合の分割に関する基本概念

本節では集合の分割に関する基本概念を導入する。X を非空な有限集合と

する。X の互いに素な非空な部分集合の集まり P = {C1, . . . , Ck}で、次の
条件： ∪

{Ci | 1 ≤ i ≤ k} = X

を満たすものを X の分割という。X をこの分割 P の台という。個々の要素

Ci をこの分割 P の成分といい、これら成分の個数 kを（P の濃度に等しい

ので）|P |と表す。X の分割 P = {C1, . . . , Ck}と Q = {D1, . . . , Dl}の重ね
合わせを

P ∨Q = {Ci ∩Dj | 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l} \ {∅}

と定める。同様にして、X の分割の集まり Sに対してその重ね合わせ
∨
Sは

定義される。

X の分割 P が 2 元 a, b ∈ X を分離するとは、a と b がそれぞれ P の異

なる成分に属するときをいう。X の分割の集まり S が飽和しているとは、
X のどの 2元に対してもそれらを分離する分割を S が持つとき、すなわち∨
S = {{a} | a ∈ X}を満たすときである。

定義 1 非空な有限集合X の分割の集まり P を固定するとき、P に属する分
割の集まりを P における分割族、あるいは P 分割パターンという。

定義 2 P は非空な有限集合 X の分割の集まりで、飽和しているとする。P
における分割族 T が、任意の飽和したP分割パターンF に対して T ∩F 6= ∅
を満たすとき、T を飽和した P 分割パターンの横断という。横断のうち極小
なものを極小横断という。

命題 2.1 Pは非空な有限集合Xの分割の集まりで、飽和しているとする。飽

和したP分割パターンの極小横断は、Pに属する分割のうちある 2元 a, b ∈ X

を分離するもの全体である。

証明 T を飽和した P 分割パターンの極小横断とする。X の相異なる 2元

a, bに対して、P に属する分割のうち aと bを分離するもの全体を Pa | bと表

す。単に Pa | bと書くとき、aと bは相異なることとする。P は飽和している
ので Pa | b は非空である。

T はある Pa | b (a, b ∈ X)を含むことを示そう。このために T はどの Pa | b

も含まないと仮定する。この仮定から、各 Pa | bに対して Pa | bに属するが T
には属さない分割を選ぶことができる。こうして選ばれた分割の集まりは飽

和しているが、構成から T と共通の分割を持たない。これは T が飽和した
P 分割パターンの横断であることに反するので、T はある Pa | b を含まなけ

ればならない。
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ここでPa | bは飽和したP分割パターンの横断である。実際、P分割パター
ン F が飽和しているならば、定義から F はX の任意の 2元を分離する分割

を持っている。特に、F は 2元 a, bを分離する分割を持っている。

以上から T の極小により T = Pa | b を得る。 �

3 Rdにおける点配置

有限個の点の集まりX ⊆ Rd は、それらのどの点も通らない超平面によっ

て高々2つの点の集まりに分けられる。したがって（X と交差しない）1つ

の超平面はX の分割を定めるが、任意のX の分割が 1つの超平面により実

現できるとは限らない。

定義 3 XをRdにおける有限個の点の集まりとする。Xの通常の意味におけ

る分割 P が 1つの超平面により実現可能であるとは、P = {X}であるか、さ
もなければ以下の条件を満たすX の部分集合 U1, U2によって P = {U1, U2}
であるときをいう：ある超平面が存在して、それに伴われる 2つの開半空間

のうち一方に U1 が含まれ、他方に U2 が含まれる。

記法 1 有限集合 X ⊆ Rd に対して、1 つの超平面により実現可能な X の

分割全体をH(X)と表す。また、H(X)に属する分割のうち、相異なる 2点

a, b ∈ X を分離するもの全体をHa | b(X)で表す。

本節の目的は、飽和したH(X)分割パターンの極小横断の濃度の最大値を

求めることである。

次の命題は [3]などにおいて示されている。

命題 3.1 Rd において k (≥ 1)点が配置されているとき、1つの超平面によ

り実現可能な分割は高々

φd(k) =

(
k − 1

0

)
+

(
k − 1

1

)
+ · · ·+

(
k − 1

d

)
個ある。特に、k点が一般の位置にあるときちょうど φd(k)個ある。

命題 2.1から、飽和したH(X)分割パターンの極小横断は、H(X)に属す

る分割のうち、ある 2点 a, b ∈ X を分離するもの全体であった。X が一般の

位置にある点からなるとき、その逆が成り立つ。

命題 3.2 XをRdにおいて一般の位置にある k (≥ 2)個の点の集まりとする。

1つの超平面により実現可能なX の分割のうち、相異なる 2点 a, b ∈ X を分

離するもの全体Ha | b(X)は飽和したH(X)分割パターンの極小横断である。
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証明 Ha | b(X)は極小横断でないと仮定する。少なくともHa | b(X)は横断

だからある極小横断 T を真に含む。命題 2.1から、T はある 2点 c, d ∈ X に

対してHc | d(X)と表される。このとき a, b, c, dのうち少なくとも 3つは相異

なる点である。X は一般の位置にある点の集まりなので、2点 c, dのうち少

なくとも 1点は aと bで張られる直線上にない。したがってHc | d(X)に属す

がHa | b(X)に属さない分割が存在することになる。しかし、これはHa | b(X)

がHc | d(X)を含むことに反する。ゆえに、Ha | b(X)は極小横断である。 �

定義 4 X を Rd において一般の位置にある k (≥ 2)個の点の集まりとする。

飽和したH(X)分割パターンの極小横断の濃度の最小値を τ(X)とする。さ

らに、2つのパラメータ d, kに対して

τd(k) := min
{
τ(X) |X は Rd 上で一般の位置にある k点集合

}
と定める。

命題 3.3 X を Rd において一般の位置にある k (≥ 2)個の点の集まりとす

る。飽和したH(X)分割パターンの極小横断は少なくとも(
k − 2

0

)
+

(
k − 2

1

)
+ · · ·+

(
k − 2

d− 1

)
個の分割からなる。

証明 T を飽和したH(X)分割パターンの極小横断とする。命題 2.1から、

T は 1つの超平面により実現される X の分割のうち、ある 2点 a, b ∈ X を

分離するもの全体Ha | b(X)である。この 2点 a, bを固定しXa := X \ {a}と
表す。X の分割 P ∈ H(X)をXa に制限したものを P |Xa とせよ。

P |Xa = {C ∩Xa |C は分割 P の成分 } \ {∅}

明らかに P |Xa は 1つの超平面により実現できるXaの分割である。逆に、1

つの超平面により実現できるXaの分割はこのようにして得られる。ゆえに、

H(Xa) = {P |Xa |P ∈ H(X)}

が成り立つ。

各R ∈ H(Xa)に対してR = P |Xaを満たすP ∈ H(X)は高 2々個である。実

際、R = {U1, U2}と表すときP := {U1∪{a}, U2}またはP ′ := {U1, U2∪{a}}
のいづれかしかない。点 bは U1か U2のどちらか一方に属するので、P と P ′

のうち一方は aと bを分離し、他方は aと bを分離しないことに注意された

い（別の言い方をすれば、一方は T に属し、他方は T に属さない）。
相異なる 2元 P, P ′ ∈ H(X)で P |Xa = P ′|Xa を満たすもののうち、aと b

を分離する方（すなわち、T に属する方）をすべて H(X)から除去しよう。
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図 1: 正五角形の頂点 b, c, d, e, f とその中心点 aとからなる 6点集合をX と

する。飽和したH(X)分割パターンの極小横断の濃度の最小値を求めるには、

対称性から (a) aと bの分離、(b) bと cの分離、(c) cと f の分離の 3通りだ

け調べれば十分である。(a)のときは 6個、(b)のときは 6個、(c)のときは

8個なので τ(X) = 6となる。一方、φ2(6)− φ2(5) = 5となる。

すると、その結果とH(Xa)を 1対 1に対応づけることができる。以上の考察

から次の不等式：

|H(X)| − |H(Xa)| ≤ |T |

を得る。X およびXaはともに一般の位置にある点の集まりなので、それぞ

れ |X| = φd(k)と |Xa| = φd(k − 1)を満たす。

φd(k)− φd(k − 1) =
d∑

i=0

{
k − 1

k − i− 1

(
k − 2

i

)
−

(
k − 2

i

)}

=
d∑

i=1

(
k − 2

i− 1

)
から命題は示された。 �

τ(X)は
(
k−2
0

)
+
(
k−2
1

)
+ · · ·+

(
k−2
d−1

)
に一致するとは限らない（図 1）。上

の命題から少なくとも次の不等式(
k − 2

0

)
+

(
k − 2

1

)
+ · · ·+

(
k − 2

d− 1

)
≤ τd(k)

が成り立つことが分かるが、実は等号が成立する：

命題 3.4

τd(k) =

(
k − 2

0

)
+

(
k − 2

1

)
+ · · ·+

(
k − 2

d− 1

)
証明 Rdにおいて一般の位置にある k (≥ 2)個の点の集まりX を任意にと

る。aと bは X に属する相異なる 2点とし、Xa := X \ {a}と表す。1つの

超平面により実現可能なX の分割のうち、この 2点 a, bを分離するもの全体

をHa | b(X)と表す。各 P ∈ Ha | b(X)に対して、hP はこの分割 P を実現す
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る超平面としよう。このとき 2点 a, bを結ぶ線分と hP はちょうど 1点で交

わる。これらの交点のうち最も bに近い点と bに挟まれた線分上の点は無限

にある。したがって、そのうちの 1点 cを選んで Y := (X \ {a}) ∪ {c}が一
般の位置にあるようにできる。

点集合Y は、その構成から明らかに以下の条件を満たす：2点 c, bを分離する

任意の分割 P ∈ Hc | b(Y )に対して、2点 c, bを分離しない分割 P ′ ∈ H(Y )で

P |Yc = P ′|Yc を満たすものがある。したがって、命題 3.3の証明からHc | b(Y )

の濃度は φd(k)− φd(k − 1)に等しい。よって本命題が示された。 �

定義 5 X を Rd において一般の位置にある k (≥ 2)個の点の集まりとする。

飽和したH(X)分割パターンの極小横断の濃度の最大値を η(X)とする。さ

らに、2つのパラメータ d, kに対して

ηd(k) = max
{
η(X) |X は Rd 上で一般の位置にある k点集合

}
と定める。

命題 3.5

τd(k) + ηd(k) = φd(k)

証明 X は Rdにおいて一般の位置にある k点集合で τ(X) = τd(k)を満た

すものとする（命題 3.4から存在する）。このときX の 2点 a, bでHa | b(X)

の濃度がちょうど τd(k)となるものがある。P は Ha | b(X)に属する分割と

し、hP はこの分割を実現する超平面とする。Rdを拡張した d次元射影空間

において、hP に対応する射影超平面の補集合に座標を入れて Rdを作る。こ

の Rd にX は含まれているが、もとの Rd における点配置とは異なっている

ことに注意されたい。したがって新に構成した Rdにおいて、1つの超平面に

より実現可能なXの分割のうち、2点 a, bを分離するもの全体をH′
a | b(X)と

表す。H′
a | b(X)の濃度は、その構成から、もとのRdにおいてHa | b(X)に属

する分割のうち 2点 a, bを分離しない分割の個数に等しい。τd(k)の最小性か

ら、ηd(k) = |H′
a | b(X)| = φd(k)− τd(k)を得る。 �

系 3.6

ηd(k) =

(
k − 2

0

)
+

(
k − 2

1

)
+ · · ·+

(
k − 2

d

)
命題 3.7 X を Rd上の k (≥ 2)個の点の集まりとする。飽和したH(X)分割

パターンの極小横断は高々ηd(k)個の分割からなる。

証明 各分割 P ∈ H(X)に対して、P を実現する超平面 hP を１つとる。十

分小さい ε > 0をとれば、各点 a ∈ Xに対して中心 aで半径 εの開球Bε(a)は
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すべての hP (P ∈ H(X))と交差しないようにできる。各点 aを開球Bε(a)内

で移動させて、Xが一般の位置にあるようにできることを示せば十分である。

一般の位置にある X の部分集合のうち極大なものをとり、これを Y と表

す。X = Y ならば何も示すべきことはないので Y はX の真部分集合として

良い。1点 a ∈ X \ Y を任意にとる。|Y | ≥ dとしよう（|Y | < dの場合は同

様にして示すことができるので省略する）。Y の点で張ることのできる超平

面は高々有限個なので、Bε(a)上の点のうちこれらの超平面のどれとも交差

しないものがある。したがって、こういった点の場所まで点 aを移動させれ

ば、Y ∪ {a}が一般の位置にあるようになる。この方法で、X 自身が一般の

位置にあるようにできる。 �

4 色付けされた点の集まりの超平面による分割

定義 6 X を Rd における有限集合とし、P をX の通常の意味における分割

とする。超平面によって P の通りにX を分割ができるとは、1つの超平面に

より実現されるX の分割の集まり S が存在して、P が S の重ね合わせとな
るときをいう。

有限集合X の各点は k色のうちの 1色で塗られているとする。この色付け

によって X の分割が定まるので、超平面によってその色付け通りに X を分

割できるとは、以下の条件を満たす X と交差しない超平面の集まり S が存
在することに等しい：

1. S に属するすべての超平面は同色の点同士を分離しない；

2. 異なる色の任意の 2点は S に属する超平面により分離できる。

次の補題は Kirchbergerの定理を少し変えたものである。その証明はほと

んど [2] [7]におけるものと同じであるが、超平面を Rd 上の点とみなす方法

は [4]などで幾何学的変換 Do として知られている。

補題 4.1 X は Rdにおいて原点 oを含む有限集合で、各点は 2色のうちの 1

色で塗られているとする。もし原点 oと任意の d+ 1個以下の点とからなる

X の部分集合を１つの超平面で色付け通りに分離できるならば、X は 1つの

超平面でその色付け通りに分離できる。

証明 Xの各点は赤色あるいは青色で塗られているとする。原点 oは赤色に

塗られていると仮定しても一般性は失われない。X \{o}の点 a = (a1, . . . , ad)

が赤色で塗られているならば

Ia :=

{
(λ1, . . . , λd) ∈ Rd |

d∑
1

λiai < 1

}
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とせよ。もし青色で塗られているならば

Ja :=

{
(λ1, . . . , λd) ∈ Rd |

d∑
1

λiai > 1

}
とせよ。

hを原点 oを通らない任意の超平面とする。このとき hは
∑d

i=1 λixi = 1

と一意に表示される。hに伴われる 2つの開半空間のうち一方が点 aと原点

oを同時に含むことと、
∑d

i=1 λiai < 1が成り立つこと（すなわち λ ∈ Ia）は

同値である。また、hに伴われる 2つの開半空間のうち一方が点 aを含み、他

方が原点 oを含むことと、
∑d

i=1 λiai > 1が成り立つこと（すなわち λ ∈ Ja）

は同値である。以上の観察から

K = {Ia | aは赤色で塗られたX の点 } ∪ {Ja | aは青色で塗られたX の点 }

のうち任意の d+1個以下の開半空間の共通部分は非空である。よってヘリー

の定理から、すべての開半空間の共通部分
∩

Kは非空である。この共通部分
に属する点 (λ1, . . . , λd)に対して定まる超平面

∑d
i=1 λixi = 1はX を色付け

通りに分割する。 �

点集合X を平行移動すると任意の点を原点 oにできるから、上の補題は次

のように言うことができる：「任意に固定された 1点とその他の任意の d+ 1

個以下の点とからなるX の部分集合を１つの超平面で色付け通りに分離でき

るならば、X は１つの超平面で色付け通りに分離できる」。

定理 4.2 X は Rdにおける有限個の点の集まりで、各点は k色のうちの 1色

で塗られているとする。もし (d+ 1) · ηd(k) + k点以下のX の任意の部分集

合を超平面で色付け通りに分割できるならば、X は超平面で色付け通りに分

割できる。

証明 k個の色を 1番から k番まで任意に番号づけする。i番目の色から代

表点 yi を選び、それら代表点の全体を Y := {yi | 1 ≤ i ≤ k}と表す。Qを 1

つの超平面により実現される Y の分割とするとき、Qを拡張して X の（通

常の意味での）分割 Q̂を与える仕方を以下に導入する：X の各点 pに対して

pが i番目の色をもつならば yiが属するのと同じQの成分に pを追加してい

く。こうして分割 Qの台がX になるまで拡大する。

本定理の対偶を示すために、X を超平面によってその色付け通りに分割で

きないと仮定せよ。H(Y )に属する分割Qで、その拡張 Q̂がH(X)に属さな

いもの全体を T と表す。

T :=
{
Q ∈ H(Y ) | Q̂ 6∈ H(X)

}
T は飽和したH(Y )分割パターンの横断になることを示そう。もしそうでな

いならば、飽和したH(Y )分割パターンF で T と互いに素なものがある。し
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たがって、その拡張 F̂ :=
{
Q̂ |Q ∈ F

}
はH(X)に含まれる。F は飽和して

いるので、超平面によってその色付け通りにX を分割できることになる。し

かしこれは仮定に反する。

この横断 T が極小でないならば、それに含まれる極小なものを T とせよ。
すると |T | ≤ ηd(k)が成り立つ。

横断 T に属する分割 Qは Q̂ 6∈ H(X)を満たすのであった。したがって補

題 4.1から、Y に属する 1点 yi を固定するとき、各 Q ∈ T に対して X の

高々d+ 1個の点の集まり ZQ が存在して 1つの超平面によって Q̂の通りに

ZQ ∪ {yi}を分割できない。ゆえに Z := Y ∪ (
∪

Q∈T ZQ)とすれば、Z は超

平面によって色付け通りに分割できない。|Z| ≤ (d+ 1) · ηd(k) + kから、定

理が導かれた。 �
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