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1 はじめに

いくつかの種類の異なる物体の集まりが平面上に

配置されているとき、それらを種類ごとに区別する

ことを考えてみたい。同じ種類の物体同士が近くに

まとまっているとき、人間ならば大雑把に区別する

ことが可能だろう。それでは、コンピュータにさせ

るにはどうすれば良いだろう。

まず前提として、物体の位置・概形は、画像セン

サなど各種センサを用いて認識できるものとする。

このとき、互いに離れて配置されている２種類の物

体の集まりを区別するための、おそらくもっとも単

純な方法の１つは、２つを分離する直線を１つ求め

ることである。

２種類だけでなく、複数種類の場合も考察してみ

たい。類別が目的なので、直線は同一種類の物体同

士を分離しないものが望ましい。そのような直線の

中で、複数種類の物体の集まりを異なる仕方で分離

する直線は、一般に複数存在する（図 1）。したがっ
て、本質的に異なる分類が可能なすべての分離直線

を求めれば良いことになる。

以上の考察の下で、我々の問題を数学的に表現して

みたい。単純化のため、同一種類の物体の集まりは、

有限個の点集合とみなす1。このとき、我々の問題は、

k種類の有限点集合S1, . . . , Skが与えられるとき、そ

れらによって張られるどの凸多角形 [Si] (1 ≤ i ≤ k)
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1各物体を多角形とみなし、その頂点集合によりその物体を表

す。同一種類の物体の集まりは、各物体を表す頂点集合の和集合
とみなされる。

図 1: ４個の凸多角形のうちどれとも交差しない３
つの直線。これらは、互いに異なる仕方で４個の凸

多角形を分離している。

とも交差しない直線に関する問題を考察することで

ある。

本予稿では、特に、どの凸多角形 [Si] (1 ≤ i ≤ k)
とも交差しない直線全体の表現の構成問題を扱う。

平面上の点配置に関する組合せ的な性質が、双対変

換により、直線のアレンジメントとしてより扱いや

すい形に表現されるように、我々は凸多角形の配置

に関する組合せ的な性質を、双対変換により別の形

で表現する。本予稿では、まずこのように変換して

得られる集合のもつ幾何学的な性質を考察する。そ

の後、その性質を用いて我々の問題を求めるアルゴ

リズムを設計し、漸近的な計算時間を解析する。

我々の扱う問題とは対照的に、与えられた物体を

すべて貫通する直線に関する問題（横断線問題）は、

これまで研究されてきている。横断線問題は、計算

幾何学において双対変換の応用例としてよく知られ
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ている [1] [2] [3]。また、組合せ幾何学の観点から、
与えられた物体を貫通する直線全体として表される

集合のもつ組合せ的な性質（へリー性）の研究も行

われている [4] [6] [7]。

2 準備

計算幾何学から、いくつかの基本事項を導入す

る [1] [2] [3]。平面 R2 上において、原点とは異な

る点と原点を通らない直線の間の１対１の対応を

点 : (a, b) 6= (0, 0) ⇐⇒直線 : ax + by = 1

として導入する。便宜的に、Do(p)により、点 pに

対応する直線を表し、Do(l)により、直線 lに対応す

る点を表すこととする。上で与えられる Do は原点

oに伴われる、点と直線の間の双対変換と呼ばれる。

次の命題は、双対変換Doが、点と直線の間の位置

関係を保存することを意味している。原点を通らな

い直線 lに伴われる２つの開半平面のうち原点を含

まない方を l+と表し、他方の開半平面を l−と表す。

命題 2.1 平面上で、l を原点を通らない直線、p

を原点とは異なる点とする。点 p がそれぞれ

l+, l, l− に含まれることは、点 Do(l) がそれぞれ
Do(p)+,Do(p),Do(p)− に含まれることと同値であ
る。 �

定義 2.1 写像 Φo : 2R2 → 2R2
は、任意の部分集合

S ⊆ R2 に対して、次の集合

Φo(S) :={Do(l) ∈ R2 | lは S と交差せず、

原点を通らない直線 }

を対応させる写像とする。写像 Φo の像として表さ

れる集合を非交差集合と呼ぶ。特に、Φo(S)のこと
を S に対する非交差集合と呼ぶ。

平面上にk本の直線からなる集合H := {l1, . . . , lk}
が与えられるとき、平面はこれらの直線によってい

くつかの連結な部分に分割される（図 2）。この分割
をアレンジメントと呼び、A(H)と表す。アレンジ

メントは、分割によって現れる交点・開線分・開領

域（セル）を頂点とし、それらの間の直接的な2接続

関係を辺とするグラフとして表現される。これを接

続グラフと呼ぶ。

0

図 2: ４直線のアレンジメント

定理 2.1 平面上で、k本の直線のアレンジメントの

接続グラフは O(k2)の時間と記憶量で構成できる。
�

C をアレンジメントA(H)のセルとする。このと
き、それぞれ deg0(C), deg1(C)をセル C に接続す

る頂点、辺の数を表すとする。

定理 2.2 H を k 個の直線からなる集合とする。

C1, . . . , Cm をアレンジメント A(H) のすべてのセ
ルとする。このとき、

m∑
i=1

deg0(C) · deg1(C) = O(k2)

が成り立つ。 �

3 凸多角形に関する非交差直線問

題

いくつかの凸多角形が与えられるとき、どの凸多

角形とも交差しない直線に関するさまざまな計算問

2交点と開線分、あるいは、開線分と開領域との間の接続関係
を意味している。交点と開領域の間の接続関係は、ここでは認め
ない。
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題が自然に考えられる。本予稿ではこれらをまとめ

て、”凸多角形に関する非交差直線問題”と呼ぶ。本

節では、これらのうち、どの凸多角形とも交差しな

いすべての直線の表現を構成する問題を扱う。

問題 3.1 平面R2上で、有限点集合 S1, . . . , Skが与

えられるとき、これらにより張られるどの凸多角形

[Si] (1 ≤ i ≤ k)にも交差しないすべての直線の表現
を構成せよ。

本予稿では、問題 3.1において与えられる点集合
の中に原点を含むものがあると仮定する。この仮定

は、本質的に重要なものではなく、議論を単純化す

るために設けるだけである。

3.1 非交差集合の幾何学的性質

与えられたどの凸多角形とも交差しない直線全体

は、双対変換 Do により、平面上の点集合として表

現される。このように表現された点集合は、定義 2.1
によれば、有限個の凸多角形の和集合に対する非交

差集合として言い表される。本小節では、有限個の

凸多角形の和集合に対する非交差集合の幾何学的性

質を扱う。

このような点集合は有限個の連立不等式を使って

表示される。次の命題は、１つの凸多角形に対する

非交差集合は、一般に２つの連立不等式によって特

徴づけられることを示している（図 3）。

命題 3.1 有限点集合S = {(ai, bi) ∈ R2 | 1 ≤ i ≤ r}
に対して、凸多角形 [S]の非交差集合 Φo([S])は次
の２つの連立不等式 (+), (−)の各解集合の和として
表される。

(+)


a1x + b1y > 1

...

arx + bry > 1

(−)


a1x + b1y < 1

...

arx + bry < 1

�

補足 3.1 もし与えられた集合 S に属する点 (ai, bi)
が原点ならば、２つの条件 aix+biy > 1, aix+biy <

1は、それぞれ集合として ∅, R2 と解釈され、この

命題は成り立つ。一般に、凸多角形 [S]が原点を含
むならば、その非交差集合は、有限個の開半平面の

共通部分として表される凸集合である。

以下では、上の連立不等式 (+) の解集合∩
pi∈S Do(pi)+ を Φo([S])+ により表し、(−) の解
集合

∩
pi∈S Do(pi)− を Φo([S])− により表すことに

する。

[S]

o o Φ
o
([S])−Φ

o
([S])+

図 3: 凸多角形 [S]と原点 oを分離しない３直線（左）、

[S]の非交差集合 Φ([S])と左図の３直線に対応する
３点（右）

次の命題は解集合 Φo([S])+, Φo([S])− の幾何学的
な意味を表している。

命題 3.2 S は平面上の有限点集合とする。

1. p ∈ Φo([S])+ならば、直線Do(p)は原点 oと点

集合 S を分離する。

（一方の開半平面が原点 oを、他方がSを含む。）

2. p ∈ Φo([S])−ならば、直線Do(p)は原点 oと点

集合 S を同じ側に含む。

（一方の開半平面が両者を同時に含む。）

�

次の命題により、複数の凸多角形の和集合の非交

差集合は、個々の凸多角形の非交差集合の共通部分

として表されることが分かる。
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命題 3.3 任意の部分集合 T1, T2 ⊆ R2 に対して、

Φo(T1 ∪ T2) = Φo(T1) ∩ Φo(T2)

が成り立つ。 �

本小節の残りの部分では、非交差集合の組合せ幾

何学的な考察を行う。Edelsbrunner [3]が、横断線
問題を求めるアルゴリズムの設計において問いかけ

た言葉を借りるならば、我々の問いかけは次のよう

になる。「総数 n個の点で張られる k 個の凸多角形

の和集合に対する非交差集合の複雑さはどのくらい

か？すなわち、非交差集合を構成するだけの価値が

あるのだろうか？」

命題 3.4 平面上において、k個の凸多角形で、少な

くとも１つの凸多角形は原点を含むものが与えられ

るとする。これら凸多角形の和集合に対する非交差

集合は、高々 1
2k2 − 1

2k + 1個の連結成分からなり、
各連結成分は高々有限個の開半平面の共通部分とし

て表される凸集合である。 �

命題 3.5 平面上において、k個の凸多角形で、少な

くとも１つの凸多角形は原点を含むものが与えられ

るとする。これら凸多角形の和集合に対する非交差

集合において、その境界はそれぞれ高々O(nk)個の
辺、頂点からなる。ただし、与えられた点の総数を

nで表す。 �

3.2 アルゴリズム

本小節では、問題 3.1を求めるアルゴリズムを設
計し、その解析を行う。

以下のアルゴリズムは、初期化段階と反復段階か

らなる。初期化段階では、問題の組合せ構造をあらか

じめ計算するために、アレンジメントを構成する。反

復段階では逐次添加法により非交差集合を構成する。

アルゴリズム中に用いられる記法を導入する。平

面上の点を pj で表す。添字 jは、pj が Sj に所属す

ることを表す。初期化段階で構成したアレンジメン

トA(H)において、各セルCの第 i番目の符号 vi(C)
を

vi(C) :=

{
+ C ⊆ Do(p̂i)+ のとき
− p̂i = oまたは C ⊆ Do(p̂i)− のとき

と定義する。

初期化段階：

1. 各有限点集合 Si (1 ≤ i ≤ k)から１点づつ代表
元 p̂i を選ぶ。

2. 直線集合H := {Do(p̂i) | p̂i 6= o, 1 ≤ i ≤ k}に
関するアレンジメント A(H)を構成する。

3. アレンジメントA(H)に関する各セルCの符号

ベクトル (v1(C), . . . , vk(C))を計算する。

4. アレンジメントA(H)の各セルCに含まれる候

補解の集合 Sol(C)に十分大きな初期値（例え
ば R2）を代入する。

反復段階：

5. for 点 pj in
∪

i≤k Si \ {o} do

for セル C in A(H) do

case A: 直線Do(pj)が C と交差または隣接3

するとき

Sol(C) := Sol(C) ∩ Do(pj)vj(C);
case B: C ⊆ Do(pj)−かつ vj(C) = +または

C ⊆ Do(pj)+ かつ vj(C) = −のとき
Sol(C) := ∅;

done

done

補足 3.2 無限遠直線を表す記号 l∞を、以下の条件

を満たすように導入すれば、上述のアルゴリズムか

ら原点に関する例外を取り除くことができる。無限

遠直線 l∞は、R2上のどの点も通らず、それに伴わ

れる開半平面は R2, ∅である。そして、Doにより原

点 oは l∞ に写されるものとする。
3直線 l がセル C に”隣接する”とは、l の一方の開半平面が

C を含み、かつ l 自身が C の（少なくとも１つの）境界点を含
む、という意味で用いている。
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命題 3.6 上述のアルゴリズムは、凸多角形

[S1], . . . , [Sk] の和集合に対する非交差集合を構成
する。

証明 求めるべき非交差集合（真の解集合）

Φo(
∪

i≤k[Si])は、アレンジメントA(H)のすべての
セルによって被覆されているので、各セル C に対

して、

Sol(C) = C ∩ (Φo(
∪
i≤k

[Si]))

を示せば十分である。非交差集合は

Φo(
∪
i≤k

[Si]) =
∩
i≤k

Φo([Si])

=
∩
i≤k

(Φo([Si])+ ∪ Φo([Si])−)

として表され、Φo([Si])+とΦo([Si])−は互いに素で
あるので、点 xが解集合Φo(

∪
i≤k[Si])に属すること

は、次のように言い換えられる：

各 i ≤ k に対して、Si のすべての点 pi が

x ∈ Do(pi)+を満たすか、または Siのすべ

ての点 pi が x ∈ Do(pi)− を満たすかのい
づれかである。

ゆえに、初期化段階で選んだ代表元 p̂j に対して定

まるセルCの符号が vj(C) = +ならば、反復段階で
点 pj を添加したとき、C に属する解は Do(pj)+ に
含まれなければならない（図 4）。vj(C) = −の場合
も同様である。よって、セル C における候補解の集

合 Sol(C)は、セル C に含まれる真の解をすべて含

むことが導かれる。

逆に、添加する各点 pj に関してこのように更新処

理を続ければ、真の解だけを表現できること（偽の

解が Sol(C)に混入しないこと）は明らかである。�

定理 3.1 平面R2上で、有限点集合 S1, . . . , Skが与

えられるとき、これらの点集合により張られるどの

凸多角形 [Si] (1 ≤ i ≤ k)にも交差しない直線全体
の表現は、O(nk(log n + k)))の時間と O(nk)の記
憶量で構成できる。ただし、与えられた点の総数を

n :=
∑

i≤k |Si|で表す。

0 0

図 4: 灰色の更新前の候補解の集合 Sol(C)はセル C

自身とする（左）、青色の点線 Do(pj)を添加したと
き、Sol(C)が更新される（右）

証明 定理 2.1から、初期化段階は O(k2)の時間
と記憶量で計算できる。以下では反復段階の解析を

行う。

点 pjを添加するときにかかる計算時間を考察する。

各セル C ごとに、直線Do(pj)とセル C との位置関

係を判定して、場合 A、場合 B、あるいは、何もし
ないで次に進むかの３つの場合に処理を分岐させる。

そのために、セル C に接続する頂点と直線 Do(pj)
の位置関係をみて、次のように判定すれば良い。

1. +符号を持つ頂点と−符号を持つ頂点が存在す
るならば、直線とセルは交差している。

2. 直線上にいくつかの頂点があり、それ以外はす
べて +符号あるいはすべて −符号ならば、直
線とセルは隣接している。

3. すべての頂点が vj(C)と反対の符号ならば、場
合 Bが該当する。

4. すべての頂点が vj(C)と同じ符号ならば、どの
場合にも該当しない（何もしなくて良い）。

すべてのセルに対してこの判定をするために、定

理 2.2より O(k2)の時間がかかる。
場合Aが該当するのはO(k)回である。場合Aが
該当したとき、セルの候補解の集合を更新する。この

ために、Jiagang et al [8]を用いればO(log n)時間で
計算できる。一方、場合Bが該当したとき、そのセル

には解がないと分かるので、空集合とする。よって、
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点 pj を添加したときにかかる時間はO(k2 +k log n)
である。ゆえに、反復段階の計算時間はO(nk(log n+
k))である。
次に、反復段階で必要な記憶量を解析する。各セ

ル C ごとに候補解の集合 S(C)を頂点のリストとし
て記憶させておく必要がある（このときのデータ構

造は Jiagang et al [8]に従う）。計算過程で必要とな
る頂点の総数は O(nk)である（命題 3.5）。これが
アルゴリズム全体の記憶量を定める。 �
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