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1 はじめに

集合 Sの２分割とは、高々２つの成分からなる集

合分割、すなわち {S}、あるいは S の２つの非空

部分集合の集まり {U, V } で U ∩ V = ∅ かつ U ∪
V = S を満たすものである。S の２分割の集まり

F = {P1, . . . , Pm}が分離族（分離系）をなすとは、
S の任意の２元に対してある２分割 Pi ∈ F で２元
を別々の成分に含むものが存在するときをいう。

例 1 S = {1, 2, 3, 4}とせよ。次で与えられる２分割

P1 = {{1, 2}, {3, 4}}, Q1 = {{1}, {2, 3, 4}},

P2 = {{1, 3}, {2, 4}}, Q2 = {{1, 2}, {3, 4}},

Q3 = {{1, 2, 3}, {4}}.

に対して、{P1, P2}と {Q1, Q2, Q3}はともに分離族
をなす。

分離族は以下のような探索問題に現れる。集合 S

とその２分割の集まり F = {P1, . . . , Pm}が与えら
れるとする。S の中から元 xを探し出したい。この

ために「xは Pi ∈ F のどちらの成分にあるか？」と
質問することができる。質問には必ず正しい答えが

返ってくるものとする。この設定において、一連の

質問により Sに属するいかなる元も特定できること

は、F が分離族をなすことと同値である。
探索問題を形式的に扱った最初の人はRényi [7]で

ある。ただし、Rényiは、２分割でなく特徴関数を

質問とみなした点で上と少しだけ扱いが異なってい
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る。すなわち、集合 Sと特徴関数の集まり（あるい

は、Sの部分集合の集まり）により形式化がなされ、

特徴関数 f : S 7→ {0, 1}は「f(x) = 1であるか？」

という質問を表す。特徴関数のなす分離族や集合の

なす分離族の概念（両者は等価な概念）が導入され、

分離族のサイズを求める組合せ問題などが研究され

てきた（ [1], [4], [5]）。

本稿では、部分集合 U とその補集合 S \U は同じ
質問を意味するものとして扱いたいので、２分割の

なす分離族を扱う。単に分離族と呼ぶ場合、２分割

のなす分離族を表すものとする。

任意に固定された台集合上には様々な分離族があ

り、それらの個数を数え上げることは興味深い問題

である。本稿では、n要素集合におけるサイズmの

分離族を数え上げる。

本稿は以下のように構成されている。第 2節で、

２分割の組に行列表現を与える。第 3節で、分離族

の個数を分離族のサイズに関する和として数え上げ

る。第 4節で、分離族の個数を台集合のサイズに関

する和として数え上げる。

2 行列表現

本節では、２分割の組に対する行列表現を導入す

る。この表現方法は、以降の節における数え上げの

基礎となる。

本稿を通して、特に指示のない限り S =

{1, 2, . . . , n}と仮定する。

定義 1 S の２分割 P に対して、そのベクトル表示
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b(P )を、第 i成分が

bi(P ) =

{
1 P が 1と iを分けるとき

0 そうでないとき

で与えられる長さ nのベクトルとして定義する。そ

のとき、２分割の m組 P = (P1, . . . , Pm)は、第 j

列ベクトルが b(Pj)の n×m行列に対応する。この

行列をMP で表す。

簡単のため、成分が 0か 1であるベクトル、行列

をそれぞれ (0, 1)ベクトル、(0, 1)行列と呼ぶ。

２分割の集まりではなく、２分割の組（すなわち、

２分割を重複を許して並べたもの）に対して行列表

現が定まることに注意されたい。以降、２分割から

なる集まりを P, Qなど、２分割からなる組を P , Q

などと表して区別する。

例 2 S = {1, 2, 3, 4}とせよ。例 1で与えられた２

分割からなる組 P = (P1, P2)と Q = (Q1, Q2, Q3)

に対して、対応する行列は

MP =


0 0

0 1

1 0

1 1

 , MQ =


0 0 0

1 0 0

1 1 0

1 1 1


である。

以下の補題はただちに得られるので証明を省くが、

ちょうど１つの成分 Sからなる分割 {S}も２分割と
呼ばれることに注意されたい。

補題 2.1 S の２分割のm組全体とサイズ n×mの

(0, 1)行列で第 1行目がすべて 0からなるものの全

体との間に全単射が存在する。

補題 2.2 P を S の２分割の集まりとし、その元を

任意の順序で並べたものを P とせよ。このとき、P
が Sに対する分離族をなすことと、MP が相異なる

行ベクトルからなることは同値である。

証明 任意の i, j ∈ S に対して、iと j を分ける２

分割が P に存在することと、MP の第 i行ベクトル

と第 j 行ベクトルが異なることが同値である。この

観察からただちに補題を得る。 �

命題 2.3 n要素集合に対する分離族の最小サイズは

dlog2 neである。

証明 分離族の最小サイズmは少なくとも dlog2 ne
である。なぜなら、長さmの (0, 1)ベクトルは 2m

通りしかないので、サイズ n×mの (0, 1)行列が相

異なる行ベクトルからなるためには、n ≤ 2mを満た

さなければならない。ゆえに、dlog2 ne ≤ mを得る。

逆に、長さ dlog2 neの相異なる (0, 1)行ベクトルは

2dlog2 ne個ある。そのうち、n ≤ 2dlog2 neより、第 1

行がゼロベクトルで第 2から第n行ベクトルが非ゼロ

で相異なるようにできる。したがって、m ≤ dlog2 ne
を得る。 �

他方、n要素集合に対する分離族の最大サイズは

2n−1である。なぜならば、最大サイズの分離族は可

能な２分割をすべて持っているからである。

3 分離族の数え上げ：結果１

本節では、n要素集合上でサイズmの分離族の個

数をmに関する和として導く。

m要素集合を i個の非空部分集合に分割する方法

の数を
{
m
i

}
で表す。この数は、第 2種スターリング

数として知られている（[3, §6.1]）。

補題 3.1 i個の記号から、各記号を少なくとも１回

は選びながら、重複を許してm個並べる方法の数は

i!
{
m
i

}
通りである。

証明 長さmの文字列において、相異なるm箇所

の位置をm個のものとみなすとき、これらm個の

ものの集まりを i個の非空部分集合に分割する方法

の数は
{
m
i

}
通りある。もし分割の成分を区別するな

らば i!
{
m
i

}
通りである。各分割は、明らかに、数え

上げたい記号の並びに対応している。 �
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n要素集合の上のサイズ iの分離族の個数を τn,i

で表す。

補題 3.2 2 ≤ nと 1 ≤ m ≤ 2n−1 の任意の数 nと

mに対して、等式
m∑
i=1

i!

{
m

i

}
τn,i = (2m − 1)(2m − 2) · · · (2m − n+ 1)

が成立する。

証明 m < dlog2 neのとき、右辺は 0である。さ

らに命題 2.3から τn,m = 0、したがって左辺も 0で

ある。m ≥ dlog2 neの場合を示す。サイズ n×mの

(0, 1)行列で、第１行目がすべて 0で、相異なる行ベ

クトルからなるものを２通りの異なる方法で数え上

げてみよう。

最初の方法では、相異なる行ベクトルを順番に並

べていき、所望の行列を構成する。長さmの (0, 1)

行ベクトルは、ゼロベクトルを除けば、2m − 1通り

ある。そのうち n − 1個を選び、第 2行目から第 n

行目まで並べる方法の数は、補題の等式の右辺で与

えられる。

もう一方の方法では、所望の行列をそれに現れる

相異なる列ベクトルの数 iで場合分けする。補題 2.1

と 2.2から、数 iの場合に該当する行列は、サイズ i

の分離族において、各２分割を少なくとも１回は選

びながら、重複を許してm個並べたものである。補

題 3.1から、τn,i × i!
{
m
i

}
を得る。各場合の数を足

し合わせて左辺を得る。

上の２通りの数え上げの結果は一致するので、補

題の等式を得る。 �

x(x− 1) · · · (x−m+1)を展開したときの xiの係

数の絶対値を
[
m
i

]
で表す。この数は符号なし第 1種

スターリング数と呼ばれている ([3, §6.1])。

定理 3.3 2 ≤ nと 1 ≤ m ≤ 2n−1 の任意の数 nと

mに対して、n要素集合の上のサイズmの分離族の

個数 τn,m は

τn,m =
(n− 1)!

m!

m∑
i=1

(−1)m−i

[
m

i

](
2i − 1

n− 1

)

で与えられる。

証明 スターリング数の反転公式（[2, §3.1]）
によって次が成立する：任意の数列 {ai}1≤i≤n0 と

{bi}1≤i≤n0 が bm =
∑m

i=1

{
m
i

}
ai を満たすならば、

am =
∑m

i=1(−1)m−i
[
m
i

]
biを満たす。これを補題 3.2

に適用して、定理を得る。 �

命題 3.4 n要素集合に対する最小サイズの分離族の

個数は

(n− 1)!

dlog2 ne!

(
2dlog2 ne − 1

n− 1

)
で与えられる。

証明 定理 3.3において、m = dlog2 neとして計
算する。変数 iが 1 ≤ i < dlog2 neのとき、2i < n

したがって
(
2i−1
n−1

)
= 0となるので、命題の数が得ら

れる。 �

この数はスイッチング理論におけるn状態機械の状

態割り当ての数として知られている（[6, chap. 12]）。

4 分離族の数え上げ：結果２

本節では、n要素集合上でサイズmの分離族の個

数を nに関する和として導く。

n要素集合の上のサイズmの分離族のうち、ちょ

うど１つの成分からなる分割 {S}を持たないものの
個数を σn,m と表す。

補題 4.1 2 ≤ nと 2 ≤ m ≤ 2n−1 の任意の数 nと

mに対して、σn,m + σn,m−1 = τn,m が成立する。

証明 τn,mは、ちょうど１つの成分 Sからなる分

割 {S}を含んでもよい分離族の個数だったので、含
まない場合と含む場合に分けられる。前者の分離族

は、定義により、σn,m 通りある。後者の分離族は、

{S}を取り除くことで、サイズm−1の分離族で {S}
を含まないものの個数 σn,m−1と一致する。ゆえに、

補題の等式を得る。 �
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補題 4.2 [
m+ 1

i+ 1

]
= m!

m∑
j=i

1

j!

[
j

i

]

証明
[
m+1
i+1

]
= m!

∑m
j=0

[
j
i

]
/j!が成立することが

知られている（[3, §6.1]）。0 ≤ j < iに対して
[
j
i

]
= 0

から、補題の等式を得る。 �

命題 4.3 2 ≤ nと 1 ≤ m < 2n−1 の任意の nと m

に対して、n要素集合上のサイズmの分離族のうち、

ちょうど１つの成分からなる分割を持たないものの

個数 σn,m は

σn,m =
(n− 1)!

m!

m∑
i=1

(−1)m−i

[
m+ 1

i+ 1

](
2i − 1

n− 1

)
で与えられる。

証明 補題 4.1と 4.2から、以下のように計算さ

れる。

σn,m =
m∑
j=1

(−1)m−jτn,j

= (n− 1)!
m∑
j=1

j∑
i=1

(−1)m−i

j!

[
j

i

](
2i − 1

n− 1

)

= (n− 1)!
m∑
i=1

m∑
j=i

(−1)m−i

j!

[
j

i

](
2i − 1

n− 1

)

= (n− 1)!

m∑
i=1

(−1)m−i

m!

[
m+ 1

i+ 1

](
2i − 1

n− 1

)
�

第１行目と第１列目がすべて 0であるサイズn×m

の (0, 1)行列全体と、第１行目と第１列目がすべて

0であるサイズm× nの (0, 1)行列全体は、行列の

転置操作によって１対１に対応する。これは、以下

の例のように、２分割の並びの間の１対 1対応を誘

導する。

例 3 S = {1, 2, 3, 4}とせよ。例 1で与えられた２

分割からなる組 P = ({S}, P1, P2)に対して、

MP =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

 , M t
P =

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1


を得る。したがって、集合 S′ = {1, 2, 3}上の２分割
の 4組

({S′}, {{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}}, {{1}, {2, 3}})

を得る。

補題 4.4 2 ≤ nと 2 ≤ m ≤ 2n−1 の任意の数 nと

mに対して、σn,m−1 (m− 1)! = σm,n−1 (n− 1)!が

成立する。

証明 第 1行目と第 1列目がすべて 0で、相異な

る (0, 1)行ベクトル、相異なる (0, 1)列ベクトルか

らなる行列は、転置しても同じ性質を満たす。その

ようなサイズ n ×mの行列は、σn,m−1 (m − 1)!通

りあり、サイズ m × nの行列は σm,n−1 (n − 1)!あ

る。両者の行列の個数は一致するので、補題の等式

を得る。 �

命題 4.3と補題 4.4から、以下の命題を得る。

命題 4.5 2 ≤ nと 1 ≤ m < 2n−1 の任意の数 n,m

に対して、n要素集合上でサイズmの分離族のうち、

ちょうど１つの成分からなる分割を持たないものの

個数 σn,m は

σn,m =
n−1∑
i=1

(−1)n−1−i

[
n

i+ 1

](
2i − 1

m

)
で与えられる。

証明

σn,m =
(n− 1)!

m!
σm+1,n−1

=
(n− 1)!

m!

m!

(n− 1)!

n−1∑
i=1

(−1)n−1−i

[
n

i+ 1

](
2i − 1

m

)
.

�

補題 4.1と命題 4.5から、以下の定理を得る。
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定理 4.6 2 ≤ nと 2 ≤ m < 2n−1 の任意の数 nと

mに対して、n要素集合上でサイズmの分離族の個

数 τn,m は

τn,m =

n−1∑
i=1

(−1)n−1−i

[
n

i+ 1

](
2i

m

)
で与えられる。

証明

τn,m = σn,m + σn,m−1

=
n−1∑
i=1

(−1)n−1−i

[
n

i+ 1

] {(
2i − 1

m

)
+

(
2i − 1

m− 1

)}

=
n−1∑
i=1

(−1)n−1−i

[
n

i+ 1

](
(2i − 1) + 1

m

)
.

�
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